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Structural Synthesis for the Worst Case Mitigation Based 
         on the Convex Set of Uncertainty
Nobuhiro  YOSHIKAWA,  Osamu KUWAZURU and Shigeru NAKAGIRI
   A non-probabilistic methodology is presented for the design to enhance structural integrity 
against the uncertainty in structural parameters. The uncertainty is represented by a convex set of 
uncertainty variables, in which the fluctuation of uncertainty variables is bounded within a convex 
hull given as a  hyperellipse without consideration of the probability distribution inside. The worst 
case is determined in terms of unfavorable index defined so as to indicate the degree of harmfulness 
for the structural integrity. Use is made of the finite element sensitivity analysis and the Lagrange 
multiplier method for the search of the nucertainty variables to raise the  worst case. The worst 
unfavorable index thus identified is mitigated less than the tolerance limit in line with the structural 
synthesis based on the first-order approximation of the worst unfavorable index with respect to 
design variables. The validity of the proposed formulation is investigated through the numerical 
example concerning with a three-storied portal frame with three braces. 
Key Words  : Finite Element Method, Optimum Design, Reliability, Sensitivity Analysis,  Non--
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1.緒 言
　解析および設計 に用い られる構造モデルは本質的に
不確定であ り,構造パラメータの不確定変動が大きい場
合には,確率論に基づ く解析が構造信頼性 を合理的に
評価する有効な手法であると考えられてきた(1}.より詳
細な確率 ・統計情報が得られれば,よ り真実に近い解析
が可能であると期待 されるが,信 頼性解析で対象 とす
る低発生確率 事象の確率密度等を精度 よく得ることは
容易ではない,ま た,現実の構造では不確定変動の要因
を特定できない場合 も多いの.さ らには確率論に基づ く
解析の難解さも相まって,信頼性解析の結果を積極的に
設計に反映させようとする試みは多 くないのが現状で
ある。
　考慮すべ き不確定パ ラメータの統計情報が精度よく
求められた としても,解析に用いる情報量と必要な解
析費用の問には,ト レード・オフ関係が存在する.信 頼
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性 解析 とそれ を受け ての構 造設 計 を現 実的 にす る ため
には,そ の トレー ド ・オ フを勘案 した解 析手法の検討 が
肝要で ある.
　前述の確 率論 に基づ く解析 の 凶難 を排 し,ひ いて は
解析 費用 を削 減す る こ とを目的 と して,構 造 パ ラ メー
タの不確定 変動 を凸 包で表 され る有 限区間 内 に限 るモ
デ ルが提案 されてい る{3)一(7).これ ら非確 率論手法 では,
合理 的 に不確定 変動の 範囲 を特定 す る ことが必 要で は
あ るが,凸 包内での確 率密 度は不 問 と してい る,ま た,
そ れ らの 解析 で得 られ るのは,構 造の 不健 全性 を代表
す るパ ラ メー タの最悪 値樹一t5tあるいは応 答の 不確 定変
動区間6)のであ る.
　本研 究では,不 確定 変数の変動範囲 を1個 の凸包内 に
限 り,起 こ り得る最悪状態 を評価 し,そ の最悪状 態 を改
善す る構造 設計手 法 を提 示す る.ま ず,有 限要素感度解
析 に基づ く逐次線 形化に よ り,不健全性 パ ラメー タの最
悪値 を評価 する定式 を示す、定式 はラグラ ンジュ乗数法
に基づ く,続 いて,評 価 された最悪値 を許容値 まで低減
す る構 造 シンセ シ スの定式 を提示 す る.こ の定 式で は,
設計 変数決定 方 程式の係 数 マ トリクスが非 正方 とな る
ので,ム ーア ・ペ ンローズ ・般 逆行 列 を用 いて求解 を行
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定式の妥 当性 を三層門型フレームに関する例題によ
り示す.例題では,支柱および梁部材の曲げ剛性の不確
定変動を超球凸包内に限 り,最悪値を低減するためにプ
レイスによる補強を行 う.
2.最 悪値 の評価
2・1超 楕円凸包モデル ある線形弾性体構造が,
初期の試設計によ り与 えられているとする.そ の構造
を有限要素でモデ ル化 し,離散化 された構造パラメー
タの内で不確定変動 を考慮するN個 のパラ メータp。に
対 し,不確定変数nを次式の形で割 り付ける.
P,r=鵡(1+=n) (12=1,…,N) (1)
以後,肩 符*で公称値を示す.確率論 に基づ く手法では,
ε,zの変動範囲を無限大とすることが一般的であった.
しか しなが ら,公 称値から大きくはずれた低発生確率
の部分 まで考慮す るこ とが現実的でない場合が多い.
本研究では,不確定変数の変動範囲を凸包内に限る凸
包モデルに基づ き構造健全性 を評価する.本 定式では,
その凸包が次式の超楕円で表されるとする(9).
{ε}T{Ω]{ε}≦c2 (2)
ここで,{ε}は不確 定変数 を配列 した不確 定変数ベ ク ト
ルであ り,cは 凸包 の大 き さを決 定す る正定数 で ある。
[Ω]は凸包 の形状 を決定 するマ トリクスで,正 定値 かつ
対称 なマ トリクス として与 える.以 後,肩 符Tで マ トリ
クスの転 置 を表す.ま た超楕 円内での確率密度 は考慮 し
ない.
2・2ラ グラ ンジュ乗数法 に よる最悪値 の推定 構
造健 全性 評価 の ため,不 確 定 変数 の変動 が構 造健 全性
に与 え る悪 影響 の度 合 を表す指 標 を適宜 定義 し,不 健
全指標 と呼ぶ.不 健全指 標 び は不確 定変数 の関 数で あ
り,ε.に関す る有限 要素感度解析 の結 果 よ り,その一次
近 似 が可 能 で あるpia).UlnでUのε。に関 す る ・次 変 動率
を表 し,びの 一次 近似 式 を次式 で表す.
ヘド
び=r+Σ び`εn
n-1
=ぴ+{ε}T{R}(3)
{R}は ・次 変動率 硯 を並べ たベ ク トルであ る.
式(2)はε。の 二次式 で表 され た凸包であ り,式(3)はεn
に関 する一次関 数であ るの で,式(3)で一次 近似 され た
不健 全指 標 びは式(2)の凸包境界 上のあ る点で最 大ある
いは最小 とな る.そ の点 を次式 の汎関数nを 用 いてラグ
ラ ンジュ乗数法 によ り求め る.
II={ε ゾ{R}十 λ({ε}T[Ω]{三}一ビ2} (4)
ここで,λはラグ ラ ンジュ乗数 であ る.不 確定 変 数お よ
び ラグ ラ ンジュ乗 数 に関す る汎 関 数IIの停留 条件 よ り,
式(5)および式 ⑥ が得 られ る.
an ={R}十2λ[Ω〕{ε}={0}(5>
∂{ε}T
an
as{・}・ 〔Ω}{・}-cZ-・(6)
L記の連 立二次方程式 を解 くこ とに よ り,ラ グ ランジュ
乗 数 と不 確定 変数 が式(7)と式(8)で定 め られ る(複 号
1司廻頁).
1
λ 一 土 死{R}T([Ω]-1)T{R}(7)
C([Ω]-i)T{R}{
ε}=干CS)v一
式(8)の不確定 変数 を式(3)に代 入す る ことによ り,'
次 近似 の枠内で,不 健 全指 標 びの不確定変動 の上限 と ド
限が推 定 で きる,そ の うち不健 全指 標 の意味 に照 ら し
て,構 造 に悪 影響 を与 える方 を最 悪値 と呼 び,びwで 表
す.ま た最悪値 に対応 す る不確定変 数 を最悪不確定 変数
と呼 び{εw}で表す とき,最 悪値 σwは次 式で表 される.
乙τ"・:=L'十{ε5γ}T{R}(9)
2・3逐 次線形化 に よる最悪値 の補正 式(9)の最
悪値 は一次 近似の枠内で推定 された値で ある.し たがっ
て,式(2)の凸包 が大 きい場 合,あ るい は不健全指標 の
不 確定 変数 に関す る非 線形性 が 高 い場 合 に は,一 次 近
似 の誤 差が 大 き くなる.そ こで,逐 次 線形 化 の反復 に
よ りその誤 差 を補 正す る.k-1回 の反復 に よ り推 定 さ
れた 最悪 不確 定 変数ε1飾ηを微小 量δε鼎 変更 してk回 目
の反復 におけ る最悪 不確定 変 数 を得 る もの とす る.以
後,肩 符(紛 でk回 目の 反復計算 に関す る値 で ある こ と
を示す.
_(k)t.riKr=ε鼻～斎1)+6ε盤」し(10)
k回目の反復計 算 に用 いる不確定構 造パ ラ メー タの変動
は次式で表 される,
P箆;P;(1+ε髪～覇1}+6ε幣1)(11)
不健 全指標 をP=P*nn(1+ε簿1り近傍 で テ イラー級数 展
開 し,δε劉 に関 す る 一次 近似 式 を求 め る と式(12)と
なる.
よヘロ
び た)=び 率韓)+L'1'"7bn・(kjn.
n-1
eL'+(k)+{δ・㈲}T{R伝)}(12)
一20一
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こ こで,び*肉は 不確 定 構 造 パ ラ メー タ値p,、=pち(1+
_(k‐l
nli')を用い て解析 された値,硯1紛はp。p`n(1+ε㍍1})
近傍 の6ε劉に関 す る びの ・次変動 率 であ り,{R〔曾 はそ
の変動率 を配列 したベ ク トル,{δε㈲}は6ε劉 を配列 した
ベ ク トルで ある.
式(12)で表 され た不 健全指 標の 一・次 近似式 お よび式
(10)で算出 され るε綴,が式(2)の超楕 円境 界kに ある 条
件 を用 いて,δε劉 決定 の ための 汎関 数 を式(13}で構 成
する.
IIe{δ ・㈲}T{R肉}
+λ(({ε誌一1}}†{b・{紡})T〔Ω!({・納+{δ ・1た}})一.,c`)
(13)
この汎 関数の{δε㈲}お よび ラグラ ンジュ乗数λに関す る
停留 条件 よ り,式(12)で近似 され た不 健全 指 標 を最大
あるいは最小 とす る{b(k)1が次式で算 出で きる.
ぺ[Ω1一りw}繍 一・1}(14){δε㈲=±
、1{R㈲}τ(1Ω1-1)T{R(丸}}
最悪値 の増 減 に与 える影響 を確 認 した 上で 最悪不確 定
変数の増分{δε絡1}を決定 し,ひいてはた回の反復後の最
悪値び謬が次式で推定できる.
び15}=ぴi陶+{δ ・路・)}T{R㈲} (15)
式(14)で求め られる 不確定 変数 の変 更量が1'分小 さ く
収 束 した と き,最 悪値 を求め る過程 の反復 を停止 し,確
定 された最悪値 を σWDと記す.
3.最 悪値 を改善 する構造変更
前述 の逐次 線 形化 の反復 計 算で確 定 され た最悪値 が
許容 値T'CRを越 えている場 合は,以 下 に示す構 造変更 に
よ り最悪 値 びWDを改 善す る.構 造変更 に用 いるM偲 の
設計パ ラ メー タ塩 は不確定 な構 造パ ラ メー タp。とは独
立で あ る とし,そ れ に設計 変数αmを次 式の 形で割 り付
ける。
盛 航e・4翫(1+α,η) (rrt=1ドー ,M) (16)
以 ド,ヒ付 きの棒記号⇔ は試設計値を示す.
萌章で示 した反復計算で確定 された最悪値 びWDは設
計パラ メータの関数であるので,設 計変数に関する一
次近似が可能である.すなわち,確定 した最悪不確定変
数を式(1)に代入 して決定される構造パラメータ値を用
いた有限要素感度解析 によ り,設計変数 に関するびWD
の変動が次式で表 される.
ルメ
{「"・D一 τFw・+It(17)
≫r-t
ここでZrj'u'DmはσWDのαη、に関する一階感度 である.
設 計変 数 に関 して 一次 近 似 され た最 悪 値 を許 容 値
t`CRまで低減す る設 計変数 決定 方程式は次式 となる。
んノ
Σ び轟・。㎜αm;恥 ザ τWD(18)
7π=1
量二式 を式(19)と略記す る.
{確D}T{Q};乙 「OR一万WD (19}
{ゴこli'D}およ び{α}は そ れ ぞ れLr('W'Dmおよ びLlmを配 列 し
た ベ ク トル で あ る 。{t`i'D}Tを1行M列 の 係 数 マ ト リ ク
ス とみ な し,そ の ム ー ア ・ペ ン ロ ー ズ ・般 逆 行 列 を 用 い
て,{α}の 解 を 特 解 に て 式(20>に よ り 決 定 す る(8.
{n}eびll呈瀞 ρ{輸(2・)
こ こでitlはユ ー ク リッドノルムを表す.こ の解 は,設
計変数 ベ ク トルのユ ー ク リッドノルム を最小 にす る と
い う意味 で,設 計変 更量最小 の解であ る.
この解 は 設計変数 に関 す る一次 近似 の枠 内で の解 で
ある.一 次 近似 の誤 差 を補償す るために,得 られ た設計
変 数 を用 い て式(16)によ り変 更 され た設 計パ ラ メー タ
を新 た な試 設計値 と して,最 悪 値 の確定 と試設計 の 更
新を びwρが びCR以ドとなる まで反復 す る.
本研究 と類似 の手 法 と して確 率論 に基 づ く信頼 性指
標を向1さ せて構造健 金性 を高める設計手法 がある(IF).
その 手法 で は信 頼性指標 の算 出 にあ た り確 率変 数の 標
準 化が必 要で あ りi;1°),本研究 で提 示 の手法 に比 し解析
費 用が かか る.ま た信頼性 指 標 は物 理 的意味 が曖 昧 で
あるの に対 し,提 示の手法では最悪値 を特定 し,確 定論
的 な構造 変更 を行 える.
4.数 値計算例
4・1最 悪値 の解 析 図1に 示 す 平面三 層 門型 フ
レー ム を用 いた数値 計算 例で,提 示 した 手法 の妥 当性
を示 す.垂 直支柱お よび水平 梁部材 を,軸 伸 縮 と面 内曲
げ を考 慮 した長 さ0.5mの有限要 素に等分割 し,斜 材 は
・部材 要 素 として軸 有 限 要素で離 散化 す る.斜 材 の
両端 とフ レームは ピン結合 されてい る とす る.
垂 直 お よび水平部材 の 曲げ剛性 が 不確 定 に変動 す る
と し,そ の公称値 を233kN・m2とする.不 確定 変数 を要
素ご とに割 り付け るので,そ の 変動 を限 る凸 包の 大 き
さは問題 ご とに有限 要素分割 に応 じた適 宜 の仮設 か ら
決定す る必要が ある.本 数値計算例で は,不 確 定変数 の
欄 数Nに 関 わ らず その 一二乗'r均が 一一定値0.052となる よ
うに,次 式 の超球 で凸包 を与えるω.
÷ 全 ・1α ・5・(21)n=]
一21一
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これは,式(2)の{Ω}を単位 マ トリクス,cを0.05Nと
す る場 合 に相 当す る.斜 材 のヤ ング率 と断面 積 は確 定
値 とし,そ れぞれ206GPaおよび10mm2とす る.
本構造 が三水平荷重F=10kVを 受 け るときの最 上階
右端 節点 の水平 変位 す なわ ち最大 変位 を不健 全指標 び
と し,そ の最悪値 の解 析 を行 う.びの公称値 は8.47mm
であ る.
逐 次線 形 化 の反復 に よ り最悪 値 の確 定 を図った と こ
ろ,14回の反復 で最悪値rW'Dをg.18mmと確定 で きた.
ただ し,反 復 終了 の判定 条件は{δε伽}の{ε{㌻一1)}に対す
るユ ー ク リッド ノル ムの比 が10-8以下 とな るこ と と し
ている.最 悪 不確定変 数の分布 を図2に 示す.最 悪不確
定変 数は全 て負値 であ り,図 中 に三角 印で示 した第1層
の水平梁部材 の左端 で最小値一〇.154となった.反 復補正
?
?
5mF門U
F
Ai
によるその最悪不確定変数の最小値 と不健全指標の最
悪値 び躍 の変化を図3に示す.ただし,値はそれぞれ初
回の推定値で無次元化 してある.びwの補正量に比 し,
最悪不確定変数の補正量が大きいことが判る.
4・2最 悪値 を低減する構造変更 設計変数を3本
の斜材の断面積、41,AZ,、43に割 り付け,確定 された最
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不確定パラメータの凸包モデルに基づ く最悪状態改善の構造シンセシス 2905
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を代表する不健全指標 を有限要素感度解析により不確
定パラメータに関して…次近似 し,ラグランジュ乗数法
によりその最悪値を推定する.一次近似の誤差を逐次
線形化により補正 して最悪値を確定する.確 定 した最
悪値の設計変数に関する感度解析より,設計変数決定方
程式を導出し,それをムーア・ペンローズ ・般逆行列を
利用 して解 く.特解により設計変更量最小の解 を決定
する。
提示 した手法の妥当性 を,三層門型フ レームに関す
る数値計算例により示 した.最 大変位 を不健全指標 と
し,その最悪値 を初期試設計値の90%にまで低減する
構造変更を行い,定式の有効性を確認した.
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悪値 びwoを初期試設計値の90%に低減する構造シンセ
シスを試み る.3回の試設計更新によ り最悪値 乙悔ρが
8.26mmとなり,試設計値の90%以下への低減が可能で
あった.試設計更新による不健全指標の最悪値 と公称値
の収束状況を図4に示す.図中の白丸で最悪値 を,黒丸
で公称値を示す.また,試設計更新による斜材断面積の
変化を図5に示す.この試設計更新の収束後に得られた
最悪不確定変数の分布 を図6に示す.試設計更新後も最
悪不確定変数は全て負値であったが,そ の最小値の位置
は図中に三角印で示 した左支柱最下部に変わり,その値
は一〇.159であった.
5.結 言
構造パラメータの不確定変動 に対する抗堪性 を上昇
させる構造設計の一手法 を提示 した.手 法は不確定変
数の凸包モデルに基づ く.構造健全性に対する悪影響度
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